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ࡢ解ㄝを比較ࡋ࡞ࡀࡽ，核交換操作࠾ࡼび核スピン統計を理解ࡍࡿࡇ࡜を目的࡜ࡋ࡚書࠿ࢀ














えࡿ。ᅗ1ୖ部࡟2ࡘࡢ粒子(ࣛ࣋ࣝ A ࡜ B8)ࡀ描࠿ࢀ࡚࠾ࡾ，1, 2ࡣᗙ標(空間࡛ࡢ఩置)，2ࡘ
                                                  
1 ࠕ核ࠖࡣ原子核ࡢ意味࡛あࡿ。 
2 2011ᖺ࡟第5版ࡀ出版ࡉࢀ࡚いࡿࡀ，ᮏ書࡟関連ࡍࡿ部分ࡢ記述ࡣྠࡌ࡛あࡿ。࡞࠾，第4版ࡢ ISBN ࡣ
978-0-19-972498-7, 第5版ࡣ978-0-19-954142-3࡛あࡿ。 











ン関数(＝スピン状態)を表ࡋ࡚࠾ࡾ，白丸ࡀα スピン状態，黒丸ࡀ β スピン状態࡛あࡿ。ࡓ









                                                                                                                                                           
あࡿ。 
1 )A(1ψ をࠕA ࡜いうࣛ࣋ࣝをࡶࡘ粒子ࡀ 1ψ ࡜いう関数をࡶࡗ࡚いࡿ ࡜ࠖ表現(解釈)ࡍࡿࡇ࡜ࡣ誤ࡾ࡛ࡣ࡞いࡀ，
粒子 A ࡀ自身ࡢ波動関数࡜ࡋ࡚ 1ψ ࡜いう関数を所持ࡋ，ู ࡢ場所(ᗙ標)࡟移動ࡍࡿ際࡟ࡶ 1ψ を引ࡁ連ࢀ࡚動く
࡜考え࡚ࡣ࡞ࡽ࡞い。 1ψ ࡢ添Ꮠ1ࡣ(粒子ྡ࡛ࡣ࡞く)ᗙ標を表ࡋ࡚いࡿ࠿ࡽ， )A(1ψ ࡣࠕ1࡜いうᗙ標࡟(粒子ࡀ
あࡿ࡜)Ꮡ在ࡋうࡿ関数ࡢ1ࡘࡀ 1ψ ࡛あࡾ，今，A ࡜いう粒子ࡀᗙ標1࡟఩置ࡋ࡚ 1ψ ࡛表ࡉࢀࡿᏑ在確率࡛分布
ࡋ࡚いࡿࠖ࡜いう意味࡛あࡿ。ࡋࡓࡀࡗ࡚，粒子 A ࡀ他ࡢ粒子(ࡓ࡜えࡤ B)࡜入ࢀ替わࡿࡼう࡞場合，粒子 A
ࡣ 1ψ を所持ࡋࡓࡲࡲ移動ࡍࡿわࡅ࡛ࡣ࡞く，移動ඛ(ᗙ標2࡜ࡍࡿ)࡛粒子 B ࡀࡶࡗ࡚いࡓ関数 2ψ をࡶࡘࡇ࡜࡟
࡞ࡾ，ࡇࢀࡀ )A(2ψ ࡟ࡼࡾ表ࡉࢀ࡚いࡿ。一方，A ࡜ࡢ入ࢀ替え࡛ᗙ標1࡟動い࡚ࡁࡓ粒子 B ࡣ 1ψ をࡶࡘࡇ࡜
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§2 Atkinsおよび Herzbergࡢ解ㄝ 
2.1 Atkinsࡢ解ㄝ 
Atkins ࡀ文献1, p. 354࡟ Fig. 10.15࡜ࡋ࡚示ࡋ࡚い
ࡿᅗ1を改変ࡋࡓࡶࡢをᅗ2࡟示ࡍ2。核交換操作 P を
施ࡋࡓ結果，全波動関数ࡀ࡝ࡢࡼう࡟変化ࡍࡿ࠿(符













                                                  
1 他ࡢ成書࡟ࡣ࡞い，サス࢞ Atkins！࡜思えࡿ素晴ࡽࡋいᅗ࡛あࡿ。࡞࠾，第5版࡛ࡣ，p. 350, Fig. 10.15࡛あࡿ。 




















ᅗ2. 核交換操作 P ࡜等価࡞操作群(Atkins) 
(By permission of Oxford University Press 
(http://www.oup.com) for P. Atkins and R. 
Friedman, Molecular Quantum Mechanics, 4th 
ed., 2005, 10.15 Fig. on 354. p. Oxford 




hσ  ：電子(波動関数)ࡢࡳを，分子軸を含ࡴ面࡛鏡映ࡍࡿ(鏡映面ࡣ 2C 操作ࡢ回転軸࡟垂直) 
nucP  ：核ࡢスピン交換を行う(注意：核交換࡛ࡣ࡞い) 
を意味ࡋ࡚いࡿ。ࡲࡓ，2ࡘࡢ核をᅖࡴ楕円࡜ࡑࢀ࡟付ࡅࡽࢀࡓ旗1ࡀ電子波動関数を，ࣛ࣋
ࣝ A, B ࡟付ࡅࡽࢀ࡚いࡿ白丸࡜黒丸ࡀࡑࢀࡒࢀࡢ核ࡢスピン状態を表ࡋ࡚いࡿ。ࡉࡽ࡟いく
ࡘ࠿注意ࡍ࡭ࡁ点を挙ࡆ࡚࠾く。 
࣭核࡟ A ࡜ B ࡜いうࣛ࣋ࣝࡀ付ࡅࡽࢀ࡚いࡿࡀ，核ࡢ種類ࡀ異࡞ࡿ(異核)࡜いう意味࡛ࡣ࡞
い。対象࡜ࡋ࡚いࡿ分子ࡀ等核2原子分子࡛あࡿ࠿ࡽ A ࡜ B ࡣྠ種ࡢ核࡛あࡾ，ࣛ࣋ࣝࡣ，
ࡑࢀࡒࢀࡢ核ࡀ元ࡢ఩置࠿ࡽ࡝ࡢࡼう࡟動いࡓ࠿をわ࠿ࡾやࡍくࡍࡿࡓࡵ࡟付ࡅ࡚あࡿ。 
࣭ୖ付添Ꮠ E ࡀ付い࡚いࡿ操作ࡣ電子波動関数ࡢࡳ࡟作用ࡍࡿ。 
࣭等核2原子分子ࡢ場合，対称操作を表ࡍ hσ ࡣ，通常，分子軸࡟垂直࡞面࡛ࡢ鏡映を意味ࡍ
ࡿࡀ，ࡇࡇ࡛ࡣ分子軸を含ࡴ面࡛ࡢ鏡映を表ࡋ࡚いࡿ(ᮏ来࡞ࡽࡤ vσ ࡜書く࡭ࡁ࡛あࡿࡀ
Atkins ࡢ表記࡟合わࡏ࡚ hσ ࡜記ࡋࡓ)。 
次࡟，ࡑࢀࡒࢀࡢ操作࡟ࡼࡿ波動関数ࡢ変化を調࡭ࡿ。 










࣭ Ei  
電子波動関数ࡢࡳを反転ࡍࡿ操作࡛あࡾ，電子状態ࡀ g 対称ࡢ場合ࡣ電子波動関数ࡣ୙変
࡛あࡾ，u 対称ࡢ場合ࡣ逆符号࡟࡞ࡿ。 
࣭ Ehσ  
電子波動関数ࡢࡳを鏡映ࡍࡿ操作࡛あࡾ，電子状態ࡀ +Σ ࡢ場合ࡣ操作後ࡶ୙変࡛， −Σ ࡢ
場合ࡣ逆符号࡟࡞ࡿ。 ⋯,, ∆Π 状態ࡢ場合ࡣ，ྠ ࡌ量子数 J をࡶࡘ回転準఩࡟+性࡜−性ࡢ準఩
ࡀࡑࢀࡒࢀ1ࡘࡎࡘ含ࡲࢀ࡚いࡿࡇ࡜࡟注意ࡍࡿ。(ࡇࡢ操作を完了ࡋࡓ時点࡛，電子波動関






ࡣ考慮ࡋ࡚い࡞い。前者ࡢ相互作用ࡣΛ-type splitting, 後者ࡣρ-type splitting ࡜呼ࡤࢀࡿ分裂を引ࡁ起ࡇࡍ。 
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数ࡣ初期ࡢ配置࡟戻ࡗ࡚࠾ࡾ，核ࡀ初期配置࠿ࡽᗙ標交換ࡉࢀࡓ状態࡞ࡢ࡛，最後࡟核ࡢス
ピン交換 nucP を行い，初期配置࡟対ࡋ࡚核ࡢࣛ࣋ࣝ交換ࡔࡅࡀ行わࢀࡓ状態を実現ࡍࡿ。) 










࡟ࡘい࡚ࡣ，拙書ࠕ球対称点群 )( hK ࡢ直積࡜対称積࣭反対称積ࠖを参照ࡉࢀࡓい2。 
࡞࠾，Atkins ࡢ解ㄝ࡟ࡣ誤ࡾࡀあࡿ。Atkins ࡣ文献1, p. 354, ୗ࠿ࡽ第6行~p. 355, 第2行3࡟
࠾い࡚，ࠕ分子ࡀ(180°)回転ࡍࡿ࡜核ࡢ相対変఩ᗙ標 x ࡀ x− ࡟反転ࡍࡿ࠿ࡽ波動関数ࡀ x ࡢ
奇関数࡛あࡿ奇数ࡢ振動量子数 v をࡶࡘ振動準఩4࡛ࡣ回転操作࡟ࡼࡗ࡚振動波動関数ࡀ逆符
号࡟࡞ࡿࡓࡵ，振動準఩ v ࡟対ࡋ࡚ࡣᅗ2ࡢ操作ࡢ結果 v)1(− ࡢ因子ࡀ࠿࠿ࡿࠖ࡜ㄝ明ࡋ࡚い
ࡿࡀࡇࢀࡣ正ࡋく࡞い5。ࡍ࡛࡟見ࡓࡼう࡟，振動波動関数ࡣ4ࡘࡢ操作( 2C , Ei , Ehσ , nucP )
                                                  
1 具体的࡞適用例をᮏ書ࡢ付録࡟記ࡍ。 
2 ྠ書ࡢ URL ࡣ http://home.hiroshima-u.ac.jp/kyam/pages/results/monograph/Ref21_product.pdf 
3 第5版࡛ࡣ，p. 350, 第26行~第30行࡛あࡿ。 
4 振動量子数 v をࡶࡘ振動準఩ࡢ波動関数ࡣ v 次ࡢ Hermite(エࣝミ࣮ト)多㡯式を用い࡚表ࡉࢀࡿ。Hermite 多㡯式
ࡣ v ࡢ隅࣭奇࡟応ࡌ࡚隅関数࣭奇関数࡜࡞ࡿ。 
5 2原子分子ࡢ振動波動関数を表ࡍ変数࡛あࡿ相対変఩ᗙ標 x ࡣ，ᖹ衡核間距離ࡼࡾࡶ核間距離ࡀ長く࡞ࡿ࡜ࡁ正，
短く࡞ࡿ࡜ࡁ負࡜࡞ࡿ。ࡇࡢ正࣭負ࡣࡑࢀࡒࢀ核間距離ࡢ伸び࣭縮ࡳを表ࡋ࡚いࡿࡔࡅ࡛あࡾ，振動࡟ࡼࡾ核





電子状態 2C  Ei  Ehσ  3種操作全体 
+Σg  
J)1(−  
+1 +1 J)1(−  
−Σg  +1 −1   
1)1( +− J  
+Σu  −1 +1   
1)1( +− J  





ูࡢ表現をࡍࡿ࡜，2原子分子ࡢ振動ࡢ対称性ࡣ全対称(異核2原子分子( v∞C )࡛ࡣ +Σ , 等核2
原子分子( h∞D )࡛ࡣ +Σg )࡛あࡿ࠿ࡽ対称操作࡟ࡼࡗ࡚符号を変えࡿࡇ࡜ࡣ࡞い1。 
 
2.2 Herzbergࡢ解ㄝ 







h2 σ→C ࡜等価࡛あࡿ。 2C ࡜ Ehσ ࡢ操作ࡢ結果ࡣࡍ࡛࡟表1࡛得࡚いࡿ࠿ࡽ，回転量子数 J
をࡶࡘ準఩ࡢ parity ࡣ表2ࡢࡼう࡟ࡲ࡜ࡵࡿࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ。 
Parity ุ定ࡢࡓࡵࡢ全粒子反転をඛ࡟行ࡗࡓ場合，核ࡢࣛ࣋ࣝ交換を実現ࡍࡿࡓࡵ࡟ࡣ，引
ࡁ続ࡁ電子波動関数ࡔࡅࡢ反転操作 Ei を行い，最後࡟核ࡢスピン交換 nucP を行う必要ࡀあࡿ。
ࡘࡲࡾ，操作ࡢ流ࢀ࡜ࡋ࡚ࡣ， nucEEh2 PiC →→→σ ࡜࡞ࡾ，Atkins ࡢ解ㄝ࡟あࡿᅗ2ࡢ操作
ࡢうࡕ， Ei ࡜ Ehσ ࡢ㡰番を入ࢀ替えࡓࡇ࡜࡟࡞ࡿ࠿ࡽ，具体的࡟関数ࡢ変化ࡢ様子を示ࡍ࡜
ᅗ3ࡢࡼう࡟࡞ࡿ。電子波動関数࡟対ࡍࡿ操作 Ehσ ࡜ Ei ࡣ操作㡰を入ࢀ替え࡚ࡶ結果ࡣྠࡌ࡛
あࡿ࠿ࡽ，Atkins ࡢ手㡰 EhE2 σ→→ iC ࡜ Herzberg ࡢ手㡰 EEh2 iC →→σ ࡣྠࡌ結果(表1)を
୚えࡿ。Herzberg ࡣ，回転準఩ࡢ核交換࡟対ࡍࡿ対称性を EEh2 iC →→σ ࡢ結果࠿ࡽุ断ࡋ，
各回転準఩࡟対称(s)࡜反対称(a)を添記ࡋࡓᅗを文献2, pp. 238~239(Fig. 114࠾ࡼび115)࡟示ࡋ
                                                  
1 3原子以ୖࡢ直線分子࡛ࡣ振動角運動量ࡀ生ࡌ，振動角運動量ࡈ࡜࡟対称性(既約表現)ࡀ異࡞ࡿࡢ࡛，核スピン
統計࡟ࡶ࡜࡙く統計的重率ࡢ計算࡟ࡣ振動角運動量を考慮ࡍࡿ必要ࡀあࡿ。 
2 Herzberg ࡢ解ㄝࡣ，文献1, pp. 121~141࠾ࡼび pp. 237~240࡟記ࡉࢀ࡚いࡿ。核交換ࡢ対称性ࡢ議論ࡣ pp. 238~239




表2. 電子状態ࡈ࡜ࡢ2種ࡢ操作後ࡢ結果࠾ࡼび parity 
電子状態 2C  Ehσ  parity 
+Σg  
J)1(−  
+1 J)1(−  
−Σg  −1   
1)1( +− J  
+Σu  +1 
J)1(−  
−Σu  −1   






性)࡟ࡘい࡚，文献2, p. 238, ୗ࠿ࡽ8行目࡟(࢖タࣜッ
ࢡ࡛強調ࡋ࡚)͆symmetry with respect to an exchange 
of the nuclei ࡜͇述࡭，核交換を行う方法を，文献2, p. 
238, ᮎ尾2行࡛“An exchange of the nuclei can be 
brought about by first reflecting all particles at the origin 
and then reflecting only the electrons at the origin”ࠕ核交
換ࡣ，ࡣࡌࡵ࡟全粒子反転を行い，ࡘい࡛電子ࡔࡅ
を反転ࡍࢀࡤ࡛ࡁࡿࠖ࡜書い࡚いࡿࡓࡵ࡟，核交換
࡜いう操作ࡀ全粒子反転( Eh2 σ→C ) → Ei 操作࡜
等価࡛あࡿ࡜理解ࡋ࡚ࡋࡲいࡀࡕ࡛あࡿࡀ2，ᅗ3࠿
ࡽわ࠿ࡿࡼう࡟，操作 EEh2 iC →→σ を終えࡓ段階
࡛ࡣ核ࡢᗙ標交換ࡀ行わࢀࡓ状態࡜等価࡛あࡾ核交
換(＝ࣛ࣋ࣝ交換)ࡣ完了ࡋ࡚い࡞い。࡟ࡶ࠿࠿わࡽ









直前࡟述࡭ࡓࡼう࡟，操作 EEh2 iC →→σ




場合ࡣ，偶数ࡢ J をࡶࡘ準఩ࡀ s, 奇数ࡢ J
をࡶࡘ準఩ࡀ a ࡛あࡾ， 1)1( +− J ࡢ場合ࡣ，
偶数ࡢ J をࡶࡘ準఩ࡀ a ࡛奇数ࡢ J をࡶࡘ準




作 EEh2 iC →→σ を終えࡓ段階࡛ࡣ，初期配
置࡟対ࡋ࡚核をᗙ標交換ࡋࡓ状態࡞ࡢ࡛，全
                                                  
1 分子分ග学ࡢ解ㄝ書をㄞࡴ際ࡢ共通ࡢ注意点࡛あࡿ。 
2 筆者ࡣ学生時代࡟ࡑう理解ࡋ࡚ࡋࡲࡗ࡚いࡓ。 





















図3. ᰾交換操作 P ࡜等価࡞操作群(Herzberg) 
(By permission of Oxford University Press 
(http://www.oup.com) for P. Atkins and R. 
Friedman, Molecular Quantum Mechanics, 4th 
ed., 2005, Fig. 10.15 on p. 354. Oxford University 
Press ࠿ࡽ許諾ࢆ得࡚，G. Herzberg, Molecular 
Spectra and Molecular Structure I, Spectra of 
Diatomic Molecules, Van Nostrand Reinhold, New 
York, 1950.ࡢ解説ࢆ参考࡟作成。) 
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体࡜ࡋ࡚᰾交換 P ࡜等価࡞操作ࢆ行う࡟ࡣ，Atkins ࡢ場合(図2)࡜同ࡌࡼう࡟最後࡟᰾ࡢࢫピ







数 T ࡣ，一般的࡞2個ࡢ角運動量ࡢ合成࡜ࡲࡗࡓく同様࡟， 




࡟対応ࡍࡿ既約表現ࢆ )(IΓ ࡜書く࡜ࡁ， )(IΓ 同士ࡢ直積ࡣ式(1)࡟対応ࡋ࡚， 




 ⋯+Γ+Γ+Γ+Γ+Γ=Γ⊗Γ −−−− )42()32()22()12()2()()( ][][ IIIIIII  (3) 
࡜࡞ࡿ2。右辺最後ࡢ )0(Γ ࡣ I ࡀ整数ࡢ࡜ࡁ対称積࡛ I ࡀ半整数ࡢ࡜ࡁ反対称積࡜࡞ࡿ。右辺
ࡢ各項 )(TΓ ࡣ全᰾ࢫピン量子数ࡀ T ࡢ角運動量࡟対応ࡍࡿ࠿ࡽ，各項ࡢ縮重ᗘࡣ 12 +T ࡛あ
ࡿ。 
具体的࡟水素分子 H2ࡢ電子基底状態( +Σg )࡟適用ࡋ࡚ࡳࡼう。水素原子 H ࡢ原子᰾ࡢ᰾ࢫピ
ンࡣ 21=I ࡛あࡿ࠿ࡽ水素原子᰾ࡣ Fermi 粒子࡛あࡿ。ࡋࡓࡀࡗ࡚，水素分子ࡢ全波動関数
ࡣ᰾交換࡟対ࡋ࡚反対称࡛࡞けࢀࡤ࡞ࡽ࡞い。式(3)ࢆ利用ࡋ࡚直積ࢆ࡜ࡿ࡜， 
 ][ )0()1()21()21( Γ+Γ=Γ⊗Γ  (4) 
ࡀ得ࡽࢀࡿ。こࢀࡼࡾ，対称ࢫピン関数ࡣ )1(Γ ࡟ࡼࡾ与えࡽࢀ，ࡑࡢ統計的重率3ࡣ 3112 =+×
࡛あࡿ。一方，反対称ࢫピン関数ࡣ )0(Γ ࡟ࡼࡾ与えࡽࢀ，統計的重率ࡣ 1102 =+× ࡛あࡿ。
ࡋࡓࡀࡗ࡚，対称ࢫピン関数：反対称ࢫピン関数 = 3：1ࡢ重率比ࡀ得ࡽࢀࡿ。水素分子ࡢ基
底電子状態ࡢ既約表現ࡣ +Σg ࡛あࡿ࠿ࡽ，回転量子数 Jࡀ偶数ࡢ準位ࡣ᰾交換࡟ࡘい࡚対称(s)，
J ࡀ奇数ࡢ準位ࡣ反対称(a)࡜࡞ࡾ(表1参照)，全波動関数ࡀ᰾交換࡟対ࡋ࡚反対称࡛あࡿࡓࡵ
࡟ࡣ，偶数 J ࡢ回転準位ࡀ反対称ࢫピン関数࡜組ࡳ，奇数 J ࡢ回転準位ࡀ対称ࢫピン関数࡜
組ࡴ必要ࡀあࡿ。ࡋࡓࡀࡗ࡚，回転準位ࡢ統計的重率比ࡣ偶数 J：奇数 J = 1：3࡜࡞ࡿ。こࡢ
比ࡀオルト水素(奇数 J)：パラ水素(偶数 J) = 3：1ࡢ比率ࡢ᰿拠࡛あࡿ。 
次࡟，重水素分子 D2࡟ࡘい࡚考え࡚ࡳࡼう。重水素原子 D ࡢ原子᰾ࡢ᰾ࢫピンࡣ 1=I ࡛
あࡿ࠿ࡽ重水素原子᰾ࡣ Bose 粒子࡛あࡿ。ࡋࡓࡀࡗ࡚，重水素分子ࡢ全波動関数ࡣ᰾交換࡟
対ࡋ࡚対称࡛࡞けࢀࡤ࡞ࡽ࡞い。式(3)ࢆ利用ࡋ࡚直積ࢆ࡜ࡿ࡜， 
 )0()1()2()1()1( ][ Γ+Γ+Γ=Γ⊗Γ  (5) 
                                                  
1 右辺࡟ࡣ1種類ࡢ既約表現ࡀ1回ࡋ࠿現ࢀ࡞い࡜いう特徴ࡀあࡿ。 
2 こࡢ式さえあࢀࡤ，͆ 一瞬࡛͇直積ࡢ結果ࢆ対称積࡜反対称積࡟分類࡛ࡁࡿ。 
3 統計的重率ࡣ縮重ᗘ(ࡢ和)࡛あࡿ。 
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࡜࡞ࡿ。対称ࢫピン関数ࡣ )2(Γ ࡜ )0(Γ ࡟ࡼࡗ࡚与えࡽࢀ，ࡑࡢ統計的重率ࡣࡑࢀࡒࢀࡢ寄与
ࡢ和 6)102()122( =+×++× ࡛あࡾ，反対称ࢫピン関数 )1(Γ ࡢ統計的重率ࡣ 3112 =+× ࡛あࡿ
࠿ࡽ，重率比ࡣ対称ࢫピン関数：反対称ࢫピン関数 = 6：3 = 2：1࡜࡞ࡿ。重水素分子ࡢ基底
電子状態ࡢ既約表現ࡶ H2࡜同ࡌ +Σg ࡛あࡿ࠿ࡽ，回転量子数 J ࡀ偶数ࡢ準位ࡣ᰾交換࡟ࡘい
࡚対称(s)，J ࡀ奇数ࡢ準位ࡣ反対称(a)࡛あࡿ。ࡋࡓࡀࡗ࡚，全波動関数ࡀ᰾交換࡟対ࡋ࡚対
称࡛あࡿࡓࡵ࡟ࡣ，偶数 J ࡢ回転準位ࡀ対称ࢫピン関数࡜組ࡳ，奇数 J ࡢ回転準位ࡀ反対称
ࢫピン関数࡜組ࡴ必要ࡀあࡿ。こࢀࡼࡾ，回転準位ࡢ統計的重利率比ࡣ偶数 J：奇数 J = 2：1
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